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SERIE DE POTENCIAS

Una serie de potencias es una serie de funciones potencia de la forma

∞∑
n=0

cnx
n = c0 + c1x+ c2x

2 + c3x
3 + ...,

en donde x es una variable y las cn, n = 0, 1, 2, ... se denominan coefi-
cientes de la serie, y que en todo este curso siempre serán números reales.

Para x fijo la serie anterior es una serie de números reales, que podŕıa ser
convergente o divergente. Para todos aquellos valores de x en donde la serie
es convergente, se puede definir la función suma f como

f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + ...

Por ejemplo, si cn = 1 para n = 0, 1, 2, 3, ... se tiene la serie geométrica

∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + ...+ xn + ...,

que es convergente cuando −1 < x < 1, y es divergente cuando |x| ≥ 1.

En general, una serie de la forma

∞∑
n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + ...,

se denomina serie de potencias centrada en a.
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Para determinar la convergencia o divergencia de una serie de potencias
se puede recurrir, entre otras, a la Regla de Comparación:

1. La serie
∑
an es absolutamente convergente (y en consecuencia es con-

vergente) si

ĺım
n→∞

|an+1

an
| = L < 1.

2. La serie
∑
an es divergente si

ĺım
n→∞

|an+1

an
| = L > 1,

o bien

ĺım
n→∞

|an+1

an
| =∞.

3. Si
ĺım
n→∞

|an+1

an
| = 1,

este criterio no es concluyente.

Ejemplo: determine si existe un intervalo de convergencia para la serie
de potencias

∞∑
n=0

n!xn.

Aplicamos la regla de comparación. Denotamos an = n!xn. Para x 6= 0

ĺım
n→∞

|an+1

an
| = ĺım

n→∞
|(n+ 1)!xn+1

n!xn
| = ĺım

n→∞
(n+ 1)|x| =∞.

Se concluye que la serie dada es divergente para x 6= 0, y converge sólo
para x = 0.

Ejemplo: determine si existe un intervalo de convergencia para la serie
de potencias

∞∑
n=0

(x− 3)n

n
.

Aplicamos la regla de comparación con an = (x−3)n
n

:
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ĺım
n→∞

|an+1

an
| = ĺım

n→∞
|
(x−3)n+1

n+1

(x−3)n
n

| = ĺım
n→∞

|x− 3|
1 + 1

n

= |x− 3|.

Por lo tanto, la serie dada es absolutamente convergente, y por tanto con-
vergente, para cada x tal que |x − 3| < 1, y divergente para cada x en que
|x− 3| ≥ 1. Por otro lado, en los extremos del intervalo se puede demostrar
que en x = 2 la serie es convergente, mientras que en x = 4 es divergente. Se
concluye que la serie dada es convergente en el intervalo 2 ≤ x < 4.

Ejemplo: podemos expresar la función 1
1+x2

como una serie de potencias
utilizando una serie conocida. En efecto, se sabe que la serie geométrica
1 + x+ x2 + x3 + ... es convergente para |x| < 1, esto es,

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + ... =

∞∑
n=0

xn.

Por lo tanto, basta reemplazar x por −x2 en la serie geométrica con lo
cual,

1

1 + x2
=

1

1− (−x2)
=
∞∑
n=0

(−x2)n =
∞∑
n=0

(−1)nx2n,

la cual es convergente para x tal que | − x2| < 1, esto es, −1 < x < 1.

SERIE DE TAYLOR

En Matemáticas Aplicadas, y en particular Cálculo Numérico, resulta
relevante la posibilidad de aproximar una función arbitraria f a través de
funciones polinomiales

Pn = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0,

siendo ai, i = 0, ..., n, números reales, con la única condición de que la función
f sea suficientemente diferenciable. En efecto, existen muchos fenómenos en
que el analista sólo puede observar o medir razones de cambio (f ′) o acele-
raciones (f ′′), pero no el valor de la función (f) en si mismo. El teorema de
Taylor nos asegura que efectivamente basta el conocimiento de las derivadas
f (n)(c), n = 1, 2, ..., para construir una aproximacion polinomial de f(x),
siendo x un punto vecino muy cercano a x = c.

El fundamento matemático viene dado por el Teorema de Taylor cuyo
enunciado es el siguiente:
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Teorema de Taylor: si f ∈ Cn[a, b] y si f (n+1) existe sobre el intervalo
(a, b), entonces para puntos cualesquiera c y x en [a, b] existe un punto ξ
entre c y x tal que:

f(x) =
n∑
k=0

1

k!
f (k)(c)(x− c)k + En(x),

donde

En(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)(x− c)n+1.

Observaciones:

1. La expresión para En(x) se denomina Resto de Lagrange.

2. El polinomio Tn(x) :=
∑n

k=0
1
k!
f (k)(c)(x − c)k se denomina Polinomio

de Taylor de grado n.

3. La función f que satisfaga las hipótesis del Teorema de Taylor se puede
escribir como

f(x) = Tn(x) + En(x).

4. Motivado por la igualdad anterior de puede proponer que para un resto
En(x) pequeño, el polinomio de Taylor Tn(x) puede ser una buena
aproximación de f(x), esto es

f(x) ≈ Tn(x),

siendo x un valor vecino a c.

En particular, si

a) n = 1: se obtiene la clásica aproximación lineal

f(x) ≈ T1(x) = f(c) + f ′(c)(x− c).

b) n = 2: se obtiene la clásica aproximación cuadrática

f(x) ≈ T2(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
f ′′(c)

2
(x− c)2.
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5. En caso de que

ĺım
n→∞

En(x) = 0,

se obtiene la Serie de Taylor, para cada x en el respectivo intervalo de
convergencia,

f(x) =
∞∑
k=0

1

k!
f (k)(c)(x− c)k.

En particular, si c = 0, se obtiene la Serie de Mclaurin

f(x) =
∞∑
k=0

1

k!
f (k)(0)xk.

6. El Teorema del Valor Medio se puede considerar como un caso
particular del Teorema de Taylor para n = 1, cuyo enunciado establece
que: si f ∈ C[a, b], y si f ′ existe sobre (a, b), entonces para x y c en
[a, b]

f(x) = f(c) + f ′(ξ)(x− c),

con ξ entre c y x.

7. El Teorema de Rolle se puede considerar un caso particular del Teo-
rema del Valor Medio. En efecto, el teorema de Rolle establece que:
si f es una función continua sobre [a, b], si f ′ existe sobre (a, b) y si
f(a) = f(b), entonces f ′(ξ) = 0, para algún ξ entre a y b.

8. Otra forma algebraica del teorema de Taylor que será utilizada en este
curso está dada por

f(x+ h) =
n∑
k=0

1

k!
f (k)(x)hk + En(h),

En(h) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)hn+1,

con ξ entre x y x+ h.
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Desigualdad de Taylor: suponga que para x tal que |x− a| ≤ d, existe
una constante M > 0, tal que |f (n+1)(x)| ≤M . Entonces,

|En(x)| ≤ M

(n+ 1)!
|x− a|n+1,

para |x− a| ≤ d.

La Desigualdad de Taylor nos permite estimar o cuantificar el error aso-
ciado al uso del polinomio de Taylor Tn(x) como aproximante de f(x). En
este sentido es útil tener presente que para cada número real x:

ĺım
n→∞

xn

n!
= 0.

Serie Binomial: calculemos la serie de Mclaurin de la función

f(x) = (1 + x)k,

en donde k es un número real arbitrario. En efecto, derivando directamente
y generalizando para los términos de orden arbitrario se obtiene que

f (n)(x) = k(k − 1)...(k − n+ 1)(1 + x)k−n,

y

f (n)(0) = k(k − 1)...(k − n+ 1).

Por lo tanto, la serie de Mclaurin está dada por

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=0

k(k − 1)...(k − n+ 1)

n!
xn.

Respecto de la convergencia note que

|an+1

an
| =
|1− k

n
|

1 + 1
n

|x| → |x|,

cuando n → ∞. Luego la serie binomial converge para |x| < 1 y diverge
para |x| > 1. Recuerde que la convergencia en los extremos del intervalo
depende del valor de k. En efecto, para −1 < k ≤ 0 la serie binomial converge
en x = 1. Por otro lado, converge en ambos extremos si k ≥ 0.
Usualmente, los coeficientes del binomio se anotan como
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(
k
n

)
=
k(k − 1)(k − 2)...(k − n+ 1)

n!
,

con lo cual

(1 + x)k =
∞∑
n=0

(
k
n

)
xn = 1 + kx+

k(k − 1)

2!
x2 +

k(k − 1)(k − 2)

3!
x3 + ...

Por ejemplo, la serie binomial se puede aplicar a la función

1√
4− x

.

En efecto, basta notar que

1√
4− x

=
1

2
(1 + (−x

4
))−1/2 =

1

2

∞∑
n=0

(
−1/2
n

)
(−x/4)n,

la cual converge para |x| < 4.

Ejercicio: verifique los siguientes desarrollos en serie de Taylor

1. ex = 1 + x+ x2

2!
+ x3

3!
+ ..., para −∞ < x <∞.

2. sin(x) = x− x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+ ..., para −∞ < x <∞.

3. cos(x) = 1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+ ..., para −∞ < x <∞.

4. (1 + x)−1 = 1− x+ x2 − x3 + x4 − ..., para −1 < x < 1.

5. (1− x)−1 = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + ..., para −1 < x < 1.

6. ln(1 + x) = x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ ..., para −1 < x ≤ 1.

Ejercicios:

1. Use el teorema de Taylor con n = 2 para demostrar que la desigualdad
1 +x < ex es válida para todos los números reales, excepto para x = 0.

2. ¿Cuál es el tercer término de la serie de Taylor para x2+x−2 alrededor
del punto 3?.

3. Determine los dos primeros términos de la serie de Taylor para xx

alrededor de 1 y el residuo E1.
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4. Determine el polinomio de Taylor de segundo grado para f(x) = ecos(x)

al desarrollar en torno al punto π.

5. Desarrolle la función
√
x en series de potencias de (x− 1) y aproxime√

0,9999999995 hasta el décimo lugar decimal.

6. Determine una función que pueda llamarse linealización de x3 − 2x en
2.

7. Encuentre los dos primeros términos del desarrollo de Taylor para x1/5

alrededor del punto x = 32. Aproxime la raiz quinta de 31.999999
recurriendo a estos dos términos de la serie. ¿Qué tan precisa es la
solución?.

Fuente: D.Kincaid, W.Cheney, Análisis Numérico, Las matemáticas del
cálculo cient́ıfico, Addison-Wesley, 1994.

APLICACIÓN: la resistividad ρ de un conductor es el rećıproco de la
conductividad y se mide en unidades ohm-metros (Ω − m). La resistividad
de un metal dado depende de la temperatura de acuerdo con la ecuación

ρ(t) = ρ20e
α(t−20),

donde t es la temperatura en ◦C. Existen tablas que dan los valores de α
(coeficiente de temperatura) y ρ20 (resistividad a 20◦C) para varios metales.
Excepto a temperaturas muy bajas, la resistividad vaŕıa casi en forma lineal
con la temperatura, por lo que es común aproximar la expresión para ρ(t)
mediante su polinomio de Taylor de primer y segundo grado en t = 20.

1. Encuentre las expresiones algebraicas que definen aproximaciones line-
ales y cuadráticas.

2. Por lo que se refiere al cobre, las tablas informan α = 0,0039/◦C y ρ20 =
1,7×10−8(Ω−m). Dibuje la resistividad del cobre y las aproximaciones
lineales y cuadráticas para −250◦C ≤ t ≤ 1000◦C.

3. ¿Para qué valores de t la aproximación lineal concuerda con la expresión
exponencial de tal manera que no difiera 1 % del valor real?.

Fuente: Cálculo en una variable, J.Stewart, 6ta ed., Cengage Learning
Ed., 2008.

8


