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SERIE DE POTENCIAS

Una serie de potencias es una serie de funciones potencia de la forma

o0

g Cnl" = Co 4 1T + cox® + 33 + ..,
n=0

en donde x es una variable y las ¢,,n = 0,1,2,... se denominan coefi-
cientes de la serie, y que en todo este curso siempre seran ntimeros reales.

Para x fijo la serie anterior es una serie de nimeros reales, que podria ser
convergente o divergente. Para todos aquellos valores de z en donde la serie
es convergente, se puede definir la funciéon suma f como

f(x) =co + 1@ + cox® + c3x® + ..
Por ejemplo, si ¢, = 1 paran = 0,1,2,3, ... se tiene la serie geométrica

(e}

doat=ltata®+. a4

n=0

que es convergente cuando —1 < z < 1, y es divergente cuando |z| > 1.

En general, una serie de la forma

ch(x —a)" =co+c(r—a)+cr—a)+ ...,

n=0

se denomina serie de potencias centrada en a.



Para determinar la convergencia o divergencia de una serie de potencias
se puede recurrir, entre otras, a la Regla de Comparacién:

1. La serie ) a, es absolutamente convergente (y en consecuencia es con-
vergente) si

lfm |2 = L < 1.

n—00 Oy

2. La serie Y a, es divergente si

lfm |2 =L > 1,
n—00 Oy

o bien
lfm |2 =
n—00 an
3. Si .
lim | =) =1,
n—00 an,

este criterio no es concluyente.

Ejemplo: determine si existe un intervalo de convergencia para la serie
de potencias

o
g nlz™.
n=0

Aplicamos la regla de comparacion. Denotamos a,, = nlz™. Para x # 0

(n+ 1)tz

, (p41 ;
lim |[—| = lim |
n—0o0 (O, n—00 nlxn

| = lim (n + 1)|z| = oo.
n—oo
Se concluye que la serie dada es divergente para z # 0, y converge sélo
para x = 0.
Ejemplo: determine si existe un intervalo de convergencia para la serie

de potencias

2 (z —3)"
Z; n)‘

(@-3)",

Aplicamos la regla de comparacion con a, =



(z—3)7+1

-3
i 122 = i |22 = i Sy
n—00 (i, nooo (#=3) n—oo | -+ =
n

Por lo tanto, la serie dada es absolutamente convergente, y por tanto con-
vergente, para cada z tal que |z — 3| < 1, y divergente para cada x en que
|z — 3| > 1. Por otro lado, en los extremos del intervalo se puede demostrar
que en x = 2 la serie es convergente, mientras que en x = 4 es divergente. Se
concluye que la serie dada es convergente en el intervalo 2 < x < 4.

Ejemplo: podemos expresar la funcién ﬁ como una serie de potencias
utilizando una serie conocida. En efecto, se sabe que la serie geométrica
1+ x+ 2%+ 2® + ... es convergente para |z| < 1, esto es,

=1 2yt = n,
1= +r+xx°+2 + ;x

2

Por lo tanto, basta reemplazar x por —z~ en la serie geométrica con lo

cual,
1 1 - 2\n S n, .2n
1+x2:1_(_x2)zz(_x) :Z(_l) T
n=0 n=0

la cual es convergente para x tal que | — 22| < 1, esto es, —1 < x < 1.
SERIE DE TAYLOR

En Matematicas Aplicadas, y en particular Calculo Numérico, resulta
relevante la posibilidad de aproximar una funcién arbitraria f a través de
funciones polinomiales

-1
P, =a,x" + a,_1x2"" " 4+ ... + a1x + ag,

siendo a;,7 = 0, ..., n, nimeros reales, con la tnica condicién de que la funcién
f sea suficientemente diferenciable. En efecto, existen muchos fenémenos en
que el analista sélo puede observar o medir razones de cambio (f’) o acele-
raciones (f”), pero no el valor de la funcién (f) en si mismo. El teorema de
Taylor nos asegura que efectivamente basta el conocimiento de las derivadas
f™(c),n = 1,2,..., para construir una aproximacion polinomial de f(z),
siendo x un punto vecino muy cercano a x = c.

El fundamento matematico viene dado por el Teorema de Taylor cuyo
enunciado es el siguiente:



Teorema de Taylor: si f € C"[a,b] y si f"V) existe sobre el intervalo
(a,b), entonces para puntos cualesquiera ¢ y x en |a,b] exriste un punto &
entre ¢ y x tal que:

F) = 30 9w — o + Eula),
k=0

donde

1
(n+1)!

Ey(x) = FE) @ — o,

Observaciones:

1. La expresion para E,(z) se denomina Resto de Lagrange.

2. El polinomio T}, (z) := Y;_, /™ (c)(z — ¢)* se denomina Polinomio
de Taylor de grado n.

3. La funcion f que satisfaga las hipotesis del Teorema de Taylor se puede
escribir como

f(z) =T, (z) + E,(x).

4. Motivado por la igualdad anterior de puede proponer que para un resto
E,(z) pequeno, el polinomio de Taylor 7T,(z) puede ser una buena
aproximacién de f(x), esto es

f(z) = Tu(x),

siendo x un valor vecino a c.

En particular, si
a) n = 1: se obtiene la cldsica aproximacién lineal

f(@) = Ti(x) = fc) + f'(c)(x = c).

b) n = 2: se obtiene la cldsica aproximacién cuadratica

F(&) ~ To(e) = £0) + £ — ) + T a2



5. En caso de que

se obtiene la Serie de Taylor, para cada x en el respectivo intervalo de
convergencia,

| —

TRICIEE

-

fla)y=>Y"

En particular, si ¢ = 0, se obtiene la Serie de Mclaurin

6. El Teorema del Valor Medio se puede considerar como un caso
particular del Teorema de Taylor para n = 1, cuyo enunciado establece
que: si f € Cla,b], y si f' eziste sobre (a,b), entonces para x y c en
[a, 0]

f(@) = fle) + &)z — o),
con & entre ¢ y x.

7. El Teorema de Rolle se puede considerar un caso particular del Teo-
rema del Valor Medio. En efecto, el teorema de Rolle establece que:
si f es una funcidn continua sobre [a,b], si f' existe sobre (a,b) y si
f(a) = f(b), entonces f'(§) =0, para algin & entre a y b.

8. Otra forma algebraica del teorema de Taylor que serd utilizada en este
curso esta dada por

n

Floth) =32 o O @R+ Bu(h),

k=0

1
R A L

con & entre x y x + h.



Desigualdad de Taylor: suponga que para x tal que |z — a| < d, existe
una constante M > 0, tal que | £V (x)| < M. Entonces,

M

|J] _ a|n+1’
para |x —a| < d.

La Desigualdad de Taylor nos permite estimar o cuantificar el error aso-
ciado al uso del polinomio de Taylor T, (x) como aprozimante de f(z). En
este sentido es util tener presente que para cada niumero real x:

x’I’L

lim — = 0.

Serie Binomial: calculemos la serie de Mclaurin de la funcién

fla)=(1+a)"

en donde k es un niimero real arbitrario. En efecto, derivando directamente
y generalizando para los términos de orden arbitrario se obtiene que

FO ) = k(k — 1)k —n + 1)(1 + 2)",

F™0) = k(k —1)...(k —n + 1).

Por lo tanto, la serie de Mclaurin esta dada por

L fM0) , = kk—1).(k—n+1)
; nl v :go n! S

Respecto de la convergencia note que
1ot
B )

|an+l |
ap, 1+

n

cuando n — oo. Luego la serie binomial converge para |z| < 1y diverge
para |x| > 1. Recuerde que la convergencia en los extremos del intervalo
depende del valor de k. En efecto, para —1 < k£ < 0 la serie binomial converge
en z = 1. Por otro lado, converge en ambos extremos si £ > 0.
Usualmente, los coeficientes del binomio se anotan como



Y

( k ) k(k - 1)(k—2?...(k—n+1)

con lo cual

- —1 —1)(k—2
(14 2)* :Z ( z )a:”: 1+ kx + k(k2‘ ):B2+ h(k 3>'(k ):B3+
= ! !

Por ejemplo, la serie binomial se puede aplicar a la funcion

1
4 —

R .

En efecto, basta notar que

s = () carr

n=0

la cual converge para |z| < 4.

Ejercicio: verifique los siguientes desarrollos en serie de Taylor
2 3
Le"=1+z+ %5+ % +..., para —00 < x < 00,
. 1733 1135 (L‘7
2. sin(r) =2 — 5 + % — % + ..., para —00 < r < 00.
3. cos(x)zl—%%—ﬁ—?—aé—f—l—...,para—oo<x<oo.
4. A+2)t=1—-z+a?—23+2' — .. para—1<z <1
5. (I—a2) =14z +22+23+2"+ ... para -1 <z <1
CEQ $3 $4
6. n(l1+2)=2—-5+% -5 4., para—1 < <1
Ejercicios:

1. Use el teorema de Taylor con n = 2 para demostrar que la desigualdad
1+2x < e” es valida para todos los nimeros reales, excepto para x = 0.

2. ;Cudl es el tercer término de la serie de Taylor para z2 +x — 2 alrededor
del punto 37.

3. Determine los dos primeros términos de la serie de Taylor para z*
alrededor de 1 y el residuo Ej.



4. Determine el polinomio de Taylor de segundo grado para f(z) = e=5(®)
al desarrollar en torno al punto 7.

5. Desarrolle la funcién y/x en series de potencias de (z — 1) y aproxime
1/0,9999999995 hasta el décimo lugar decimal.

6. Determine una funcién que pueda llamarse linealizacion de 23 — 22 en
2.

7. Encuentre los dos primeros términos del desarrollo de Taylor para z'/°
alrededor del punto x = 32. Aproxime la raiz quinta de 31.999999
recurriendo a estos dos términos de la serie. ;Qué tan precisa es la
solucion?.

Fuente: D.Kincaid, W.Cheney, Andlisis Numérico, Las matemdaticas del
cdlculo cientifico, Addison-Wesley, 1994.

APLICACION: la resistividad p de un conductor es el reciproco de la
conductividad y se mide en unidades ohm-metros (€2 — m). La resistividad
de un metal dado depende de la temperatura de acuerdo con la ecuacion

p(t) = pape =20,
donde t es la temperatura en °C'. Existen tablas que dan los valores de «
(coeficiente de temperatura) y pgg (resistividad a 20°C') para varios metales.
Excepto a temperaturas muy bajas, la resistividad varia casi en forma lineal
con la temperatura, por lo que es comin aproximar la expresién para p(t)
mediante su polinomio de Taylor de primer y segundo grado en ¢ = 20.

1. Encuentre las expresiones algebraicas que definen aproximaciones line-
ales y cuadraticas.

2. Por lo que se refiere al cobre, las tablas informan o = 0,0039/°C'y pyg =
1,7x1073(22—m). Dibuje la resistividad del cobre y las aproximaciones
lineales y cuadraticas para —250°C' <t < 1000°C'.

3. (Para qué valores de t la aproximacién lineal concuerda con la expresion
exponencial de tal manera que no difiera 1% del valor real?.

Fuente: Calculo en una variable, J.Stewart, 6ta ed., Cengage Learning
Ed., 2008.



